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Prodotto di una funzione di Sobolev con una funzione regolare

Proposizione 1. Siano I un intervallo aperto in R e p € [1,+00].
Sian: I — R una funzione tale che:

neCI), nel>I), 7 eL>I).
Allora, per ogni u € WYP(I), abbiamo che
nu € WhP(I) e (nu) =n'u+u'n.
Inoltre,
Inull Loy < Wnllpeepllullecy e Nmuw)[lry < (HW'HLOO(I) + HUHLOO(I))HUHWLP(I)-
Dimostrazione. Osserviamo che nu € LP con
ImullLecry < nllLeenyllwll e r),
e che n'u +u'n € LP(I) con

10w+ u'nll Loy < In'ull Loy + llu'nll Loy
< [leeyllwll Locry + Il oo 0y |4 | o 1)

< (I Nsooqry + il ) Nullwsry.

Quindi , basta dimostrare che n'u + u'n sia la derivata debole di nu.
Data una qualsiasi funzione ¢ € C}(I), osserviamo che ¢n € CL(I) e calcoliamo

/Inwp’ dx = /IU((W)’—n'sO) dx
= /IU<(?7<P)/diU—/I77/SOd$

= /u’mp,dm fn'godx
I

= —/cp(m’) (7/77 + n’sO) dz,
I

il che conclude la dimostrazione.



